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2 CAPITULO 1. GROUPOIDS AND SYMMETRIES

1.1. Estructura y lineas de investigacion

El presente proyecto de investigacion se enmarca en una linea orientada
al desarrollo y aplicacion de estructuras geomeétricas abstractas, en particular
grupoides y distribuciones diferenciables, como herramientas fundamentales
para la modelizacién y el analisis de ciertos tipos de ‘“simetrias” en
contextos matematicos y fisicos.

La idea central que articula el proyecto comnsiste en considerar que muchas
estructuras (en general, simetrias) que aparecen de manera natural en distintas
areas de la ciencia pueden entenderse de manera unificada a través de la nocion
de grupoide que codifica “transformaciones admisibles” entre sus elementos, y una
distribucién que introduce restricciones geométricas o dinamicas sobre dicho sistema.
Los grupoides permiten describir simetrias locales y relaciones entre estados que
no necesariamente vienen dadas por acciones globales de grupos, mientras que
las distribuciones capturan, de forma intrinseca, las limitaciones infinitesimales del
sistema considerado.

Lin.1. Material Geometry

Dentro de este marco general, una primera linea de investigacién se centra en
la aplicacion de estas ideas al ambito de la mecanica de medios continuos. En
este contexto, las estructuras de grupoide y distribucién permiten formular un
enfoque geométrico para el estudio de materiales cuyas propiedades pueden variar
de un punto a otro, es decir, materiales no uniformes. En particular, el concepto
de grupoide material surge como una herramienta natural para describir cierto
tipo de simetrias internas del material (isomorfismos materiales), mientras que
las distribuciones asociadas permiten caracterizar las restricciones geométricas que
gobiernan su comportamiento.

De este modo, se obtiene un marco matematico que permite generalizar la teoria
clasica de la elasticidad a materiales no uniformes. La base matematica de este
enfoque se desarrollo en la tesis doctoral del autor de este proyecto ( [11,31]). Las
implicaciones de este enfoque abarcan muchas areas como la fisica de metamateriales
o la biologia, donde resulta especialmente relevante en el estudio de procesos de
remodelaciéon y adaptaciéon estructural.

Los objetivos asociados a esta linea incluyen la extensién de estos modelos a
materiales de mayor complejidad, asi como el estudio de su comportamiento dindmico.
Asimismo, se pretende profundizar en la conexién entre la teoria abstracta y su
aplicacién a modelos concretos, con el fin de establecer un puente solido entre las
herramientas geométricas desarrolladas y problemas reales en mecanica de medios
continuos.
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Lin.2. Local Symmetries

Una segunda linea de investigacion del proyecto se centra en el estudio geométrico
del propio concepto de simetria en sistemas hamiltonianos. En mecénica clésica, las
simetrias se describen habitualmente mediante acciones globales de grupos de Lie o
mediante transformaciones que preservan, de manera global, la estructura geométrica
y dinamica del sistema. Sin embargo, en muchos problemas de interés esta perspectiva
resulta demasiado restrictiva, ya que las transformaciones relevantes pueden estar
definidas solo localmente, o bien poseer un significado geométrico tnicamente a
nivel infinitesimal o puntual. En este contexto, los grupoides proporcionan el marco
natural para tratar de manera unificada estos distintos niveles de invariancia.

Dentro de este enfoque, el proyecto considera diferentes nociones de simetria
asociadas a un sistema hamiltoniano, distinguiendo entre simetrias dinamicas y
geométricas, asi como la combinacion de ambas, y sus correspondientes versiones
locales y puntuales. Esta distincion permite refinar de manera sustancial la
descripcion clasica de las simetrias, poniendo de manifiesto que la invariancia de un
sistema no siempre debe entenderse en términos globales, sino que puede depender
de forma esencial de la estructura local del espacio de fases y, en particular, de
la presencia de puntos singulares del campo hamiltoniano. Asi, los grupoides de
simetrias que surgen en este contexto codifican de forma precisa las transformaciones
admisibles entre puntos del espacio de fases, mientras que las distribuciones asociadas
permiten capturar su contenido infinitesimal.

Uno de los aspectos més relevantes de esta linea de investigacion es que los
grupoides de simetrias obtenidos no son, en general, grupoides de Lie. La pérdida
de regularidad estd intimamente relacionada con la distribucién y naturaleza de
las singularidades del sistema, y constituye, por tanto, un fenémeno geométrico
intrinseco y no una dificultad meramente técnica. Precisamente por ello, el uso de
distribuciones caracteristicas proporciona la herramienta adecuada para describir la
huella infinitesimal de estas estructuras. Este enfoque permite asociar a los grupoides
de simetrias ciertas foliaciones singulares del espacio de fases, cuyas hojas agrupan
puntos “conectados” por simetrias locales del sistema.

Este marco teoérico se desarrollara, por primera vez, en este proyecto. Asi, los
objetivos asociados a esta linea incluyen, en primer lugar, la caracterizacion de
los distintos grupoides de simetrias que aparecen de manera natural en sistemas
hamiltonianos, asi como el anélisis de sus propiedades geométricas, de transitividad
y de diferenciabilidad. En segundo lugar, se pretende estudiar las distribuciones
caracteristicas y las foliaciones que estas inducen, con el fin de obtener una
descomposiciéon canoénica del espacio de fases en regiones de puntos localmente
simétricos. Finalmente, esta perspectiva abre la puerta a procedimientos de reduccion
geométrica intrinsecamente definidos por el propio sistema, asi como a la posible
extension de este marco a otros contextos geométricos, como la geometria de contacto
o la geometria multisimpléctica.
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Lin.3. Generalized Manifold Structures

Una tercera linea de investigacién del proyecto se centra en la aplicacién de
la teoria de la distribucién caracteristica al grupoide par de una variedad, con el
objetivo de desarrollar una estructura diferenciable sobre subconjuntos arbitrarios de
la misma que generaliza la estructura misma de variedad. La motivacién de esta linea
parte del hecho de que, en numerosos contextos geométricos, aparecen subconjuntos
que no poseen estructura de variedad en el sentido clasico. En este contexto, la
teorfa de grupoides y distribuciones proporciona un marco natural para extraer,
a partir de un subconjunto dado, la geometria diferencial intrinseca compatible con él.

La idea fundamental consiste en considerar, para un subconjunto X de una
variedad M, el subgrupoide par X x X del grupoide par M x M = M, y asociarle
su distribuciéon caracteristica. La foliacién singular inducida sobre la base permite
entonces descomponer el espacio ambiente en hojas de dimensién variable, de
manera que el subconjunto X queda expresado como unién de hojas. Mas atin, esta
foliacion satisface una propiedad de maximalidad: es la foliacion més gruesa del
espacio ambiente con respecto a la cual X puede describirse como uniéon de hojas.
De este modo, la geometria de X no se introduce de forma externa, sino que viene
heredada del espacio ambiente.

Asi, el objetivo principal de este enfoque es utilizar la foliaciéon resultante como
herramienta para asociar a cada subconjunto X una estructura local modelada
sobre cartas foliadas del espacio ambiente, que conduce a una nocioén de estructura
de variedad generalizada que extiende de manera orgéanica la nocién clasica de
subvariedad. En particular, cuando el subconjunto considerado es una subvariedad
embebida, la construccion recupera la estructura diferencial habitual. Con esto, los
objetivos de esta linea se focalizan en la formulaciéon precisa de la correspondiente
estructura local generalizada. Asimismo, se pretende profundizar en el alcance
geométrico de esta construcciéon como extensiéon de la teorfa clasica de variedades,
proporcionando un nuevo lenguaje para el tratamiento diferencial de subconjuntos
singulares o irregulares dentro de variedades suaves.

Cabe senalar que este trabajo se inici6 este mismo curso como base de la tesis
doctoral de Paula Alba San Miguel, actualmente estudiante en el programa de
doctorado de Ciencias de la UNED, con el autor de este proyecto como director.

Lin.4. In search of new horizons

Un altimo “toque final” en este proyecto se orienta a la identificaciéon y analisis
de nuevos contextos en los que la nocién de simetria no global emerge de manera
natural, y en los que el lenguaje de grupoides y distribuciones puede proporcionar
un marco unificado para su tratamiento. La motivacién principal reside en el hecho
de que, en numerosos sistemas pueden existir transformaciones relevantes que no
estan definidas globalmente ni actiian de manera uniforme sobre todo el espacio.
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En este sentido, se buscara explorar nuevos dambitos de aplicacién de esta idea
(méas alla de los los desarrollados en los puntos anteriores). El poder del desarrollo
abstracto que sirve de fundamentos de este proyecto radica, esencialmente, en que
todo sistema susceptible de tener simetrias no globales es también un potencial
ambito de aplicacion de estos resultados. Entre ellos, cabe destacar la teoria
de sistemas con restricciones no-holénomas, donde las direcciones admisibles del
movimiento vienen determinadas por distribuciones no integrables; la geometria
de sistemas con singularidades, en los que la estructura diferencial del espacio de
configuraciones no es la variedad diferenciable usual.

Recurso visual que muestra la estructura y coherencia global del proyecto de
investigacion.

1.2. Marco teoérico

En esta seccion se expone, de forma breve y lo mas divulgativa posible, el marco
teorico y los fundamentos que sustentan el presente proyecto de investigacion, con el
objetivo de delimitar los conceptos y antecedentes esenciales desde los que se orienta
el estudio y trabajo en las lineas de investigacién definidas.

1.2.1. Distribuciones y foliaciones

Todo campo de vectores X sobre una variedad diferenciable M, desde un punto
de vista intuitivo, se puede interpretarse como una «eleccion diferenciable» de un
vector en cada punto de M. De esta forma, la nocién de distribucion diferenciable
surge como una generalizaciéon natural de dicho concepto, de tal manera que en
lugar de elegir un tnico vector se selecciona un subespacio vectorial. De manera
especifica, una distribucion D en una variedad M es la asignaciéon a cada punto x
de M de un subespacio vectorial D,, denominado fibra en x, del su espacio tangente
T,M. Si la dimension de D, es constante en todo M, se dice que la distribucién es
regular; en caso contrario, se denomina singular.


https://www.intecca.uned.es/portal/grabacion?ID_Sala=3&ID_Grabacion=1005890&hashData=46bb758cc7993aad11b2a02ae031f72d&paramsToCheck=SURfR3JhYmFjaW9uLElEX1NhbGEs
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Se dice que una distribucion D es diferenciable si, para todo punto € M y para
cualquier vector v, € D,, existe un campo vectorial X definido en un entorno de z,
tal que X es tangente a la distribucién, i.e. X (y) € D, para todo y en su dominio,
y satisface X (z) = v,.

Notemos que todo campo de vectores X sobre una variedad diferenciable M es
integrable. Es decir, para todo punto x € M, existe una tnica curva vy en M, llamada
curva integral en x, tal que

7(0) =z, v (t) = X (y(t)), V.

La familia de todas las curvas integrales define el flujo local de X. Un hecho notable
es que las imagenes de estas curvas integrales de X dividen M en subvariedades de
dimension 1, que se ajustan entre si de manera ordenada, como lineas paralelas en
el espacio euclidiano (Teorema fundamental de flujos [38]).

En este contexto, surge naturalmente la siguiente pregunta: dada una distribucion
diferenciable D sobre M, ;existe alguna nocion andloga a la del flujo para D?

La respuesta a esta pregunta da lugar a la nociéon de subvariedad integral. Una
subvariedad integral de D sobre una variedad M es una subvariedad conexa inmersa
N de M tal que, para cada y € N, el espacio tangente T, N es un subespacio
vectorial de D,. Se dice que N es mdzima si no estd contenida en ninguna otra
subvariedad integral, y que es de dimension mdxima si su espacio tangente en cada
punto y coincide con D,.

De este modo, la bisqueda de un concepto anélogo al flujo de un campo de
vectores conduce a la busqueda de subvariedades integrales maximas en cada punto
de la variedad. Especificamente, se dice que D es una distribucion integrable si
cada punto de M esta contenido en una subvariedad integral maxima de dimensién
maxima.

El estudio de la integrabilidad de las distribuciones es considerablemente més
complejo que el de los campos de vectores. Consideremos el caso M = R3 y la
distribucién diferenciable generada, punto a punto, por los campos de vectores

0 . 0 0
ar Yoz oy’
En este caso, la distribucion D no puede tener ninguna subvariedad integral que

contenga al origen. Asi, a diferencia de lo que ocurre con los campos de vectores, no
toda distribucion diferenciable es integrable.

Notemos que una distribucién integrable divide la variedad base en subvariedades
integrales. Sin embargo, la condicién de diferenciabilidad de la distribucion tiene
como consecuencia que, analogamente a lo que ocurre con campos de vectores, esta
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divisién venga dada por subvariedades «bien colocadasy .

Definicion 1.2.1. Una foliacion, sobre una variedad diferenciable M es una particién
F :={F(x)} de M en una unién disjunta de subvariedades conexas inmersas F(z),
llamadas hojas, que satisface la siguiente propiedad local de foliacién en cada punto
2 € M: Denotamos la hoja que contiene a x por F(x), la dimension de F(z) por k,
y la dimensiéon de M por n.

Entonces, existe una carta local de M con coordenadas (yl, . ,y") en un vecindario
Udexz,U:={-€e<yl <e¢...,—€ <y" < e}, tal que el disco de dimension k
{y¥*t!1 = ... = y™ = 0} coincide con la componente conexa de la interseccion de F(z)
con U que contiene a x, y cada disco de dimension k {y**! = cpiq,...,y" = c,},
donde c¢k41, ..., cy son constantes, estd completamente contenido en alguna hoja de
g.

Esta carta (local) se llama una carta foliada de F en z. Un atlas de foliacion de
dimension k es un atlas de M dado por cartas foliada. La dimensidon de la foliacion
F es una funcion dimg : M — {0,1,...,n} tal que, para cada x € M, dimg(z) es la
dimension de la hoja F(z) en x.

Si todas las hojas de una foliaciéon F tienen la misma dimension k, entonces se dice
que F es una foliacion regqular y la dimensiéon de la foliacién se identifica con el
numero k. En caso contrario, se dice que la foliacion es singular.

COSOT S~
COOSTESSS ——
SO
<o

SO

TSOSS
““_‘_‘———
S S o

Figura 1.1: Foliacion
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Sea M una variedad y F una foliacion sobre M. Consideremos una carta foliada

de M en un punto x € M con coordenadas (yl, . 7y”) en un vecindario
U = {-€ < y' < ¢...,—¢ < y* < ¢} de x. Entonces, el subconjunto
Uy := {y**t = ... = y" = 0} de U, dado por la condicién de que las tltimas n — k

coordenadas sean 0, es un subconjunto abierto de la hoja F(z) (con la topologia
inducida) que contiene a x. En efecto, podemos definir una carta local de F(x) en
x sobre Uy restringiendo el mapeo (yl7 . ,yk), donde k es la dimension de F(z), a
Up. Si F es una foliacion regular, la restriccion del mapeo (yl7 coyk ) a cada uno de
los subconjuntos U, ..., = {yk‘|r1 = Ckt1,---,Y" = Cn}, con ¢; constante para todo

i=k+1,...,n, define una carta local de la hoja en la que U,, .. ., estd contenida.

Ejemplo 1.2.2. Sea M una variedad diferenciable, y F una foliacién sobre M.
Entonces, podemos definir la distribucion tangente asociada a F, denotada por D7,
dada por la siguiente correspondencia:

x €M D] =T,5(x).

Se sigue directamente de la propiedad local de foliacion que la distribucién tangente
es una distribucién diferenciable, tal que las hojas de F son las variedades integrales
méximas de D7 . &

El primer resultado clasico sobre integrabilidad de distribuciones surge para
distribuciones regulares. Una distribucion D se dice involutiva si para cualesquiera
dos campos de vectores (locales) tangentes a D, X e Y, se satisface que [X,Y] es
también un campo de vectores tangente a D.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Frobenius). Dada una distribucion diferenciable regular
D sobre M, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) D es integrable.
it) D es involutiva.

i) D es la distribucion DY de una foliacion regular F de M.

Lidiar con el problema de distribuciones singulares resulta algo méas complicado
dado que, en general, el teorema de Frobenius no es cierto para este tipo de
distribuciones.

Ejemplo 1.2.4. Sea C una familia de campos vectoriales locales en M tales que
sus dominios cubren M. Esto da lugar a una distribucién singular diferenciable D¢
para cada punto x € M, DS es el espacio vectorial generado por los valores en x
de los campos vectoriales de C' cuyos dominios contienen a z. Decimos que D¢ esta
generada por C. &

Definicion 1.2.5. Una distribucion D se llama invariante con respecto a una familia
de campos vectoriales (locales) C' si es invariante con respecto a cada elemento de C,
ie,si@eCyp?:U — U_; denota el flujo local de ©, entonces tenemos

Tepy (Dr) = Dy (), Yz € M,
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siempre que ¢ esté definida.

Con esto, el siguiente resultado, debido a Stefan [46] y Sussmann [47], presenta
una condicién de integrabilidad sobre distribuciones singulares.

Teorema 1.2.6 (Stefan-Sussman). Sea D wuna distribucion singular diferenciable
sobre una variedad M. Entonces, las siguientes tres condiciones son equivalentes:

(a) D es integrable.

(b) D estd generada por una familia C de campos vectoriales y es invariante con
respecto a C.

(c) D es la distribucion tangente D7 de una foliacion singular diferenciable F.

De esta manera se obtiene un teorema anélogo al teorema de Frobenius, para
distribuciones singulares. Existe otro teorema relacionado con la integrabilidad
de distribuciones generalizadas, que a menudo se confunde con el teorema de
Stefan-Sussmann: el teorema de Hermann. Este establece que cualquier distribuciéon
diferenciable involutiva, localmente finitamente generada en una variedad, es
integrable. Para una exposiciéon clara y directa de ambos teoremas, nos referimos
a [12].

1.2.2. Grupoides y Distribuciones diferenciables

Las categorias fueron introducidas por Eilenberg y MacLane en 1945 [17], mientras
que los grupoides, que constituyen una clase concreta de categorias, fueron estudiados
por Brandt en 1926 [6]. Fue en este trabajo, que trataba la composicion de formas
cuadraticas en cuatro variables, en el que se les dio nombre por primera vez a estos
objetos matematicos. Desde un punto de vista puramente intuitivo, uno puede pensar
en grupoides como un conjunto de «flechas», denotado por €2, y un conjunto de
«puntos», denotado por M, que satisfacen una serie «propiedades de compatibilidady :

i) Cada flecha une dos puntos,

siendo « y 3 las aplicaciones que devuelven el punto inicial y final de la flecha,
respectivamente.

ii) Existe una operacion parcial “ - 7, de tal manera que dos flechas se pueden
multiplicar si el punto inicial de una es igual al punto final de la otra,
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o Ng/ x,

~_

iii) Cada punto X tiene al menos una flecha que empieza y acaba en ese punto

€ (X), llamada identidad, y a cada flecha g le corresponde una flecha inversa

i(g)=g""

de tal manera que se satisfacen las propiedades naturales.

Asi, las aplicaciones «, 3, €, i, y - se denominan aplicaciones de estructura y las
propiedades de interaccion de estas aplicaciones definen la estructura de grupoide.
El grupoide se denota por I' = M. Un subgrupoide de I' = M es un grupoide
T = Mtalquel CT, M C M y las aplicaciones de estructura de I' = M se
pueden entender como las respectivas restricciones de las aplicaciones de estructura
deI' = M.

Una definiciéon compacta, rigurosa y elegante es aquella que describe los grupoides
como una categoria «pequena» en la que todo morfismo es un isomorfismo. Asi,
resulta natural definir un morfismo de grupoides como un funtor y, con esto, se
construye toda la categoria de grupoides de una manera muy natural.

Si G es un grupo, podemos construir un grupoide tal que el conjunto de
morfismos es G, el conjunto de objetos es {e} (donde e es el elemento neutro de G)
y la composicién viene dada por la operaciéon de grupo. Por lo tanto, todo grupo
se puede ver como un caso particular de grupoide, en el que la multiplicaciéon esta
globalmente definida.

Los grupoides se utilizan actualmente en diferentes areas matematicas, tales
como Teoria de Grupos, Topologia Algebraica, Geometria Diferencial, o Teoria de
Homotopia. Para un conocimiento amplio de los usos que se le dan a estos objetos
en matematicas puede verse [7] y las referencias incluidas en él.
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La nocién de grupoide de Lie fue introducida por Ehresmann en una serie de
articulos [13-16] en los que anadia estructuras topologicas y diferenciables a los
grupoides con el fin de usarlos como herramientas en Geometria Diferencial en
particular en teoria de fibrados y conexiones. Pradines redefinié el concepto de
grupoide de Lie en [43].

Definicion 1.2.7. Un grupoide de Lie es un grupoide I' = M tal que I' y M
son variedades diferenciables y las aplicaciones de estructura (o, 8, €, i y ) son
diferenciables. Ademaés, « y [ son submersiones.

Un subgrupoide de Lie de I' = M es un grupoide de Lie I = M tal que
es un subgrupoide de I' cumpliendo que I' y M son subvariedades de I' y M,
respectivamente.

Asi, un grupoide de Lie sera un grupoide junto con estructuras diferenciables que
hacen del conjunto de morfismos y del conjunto de objetos variedades diferenciables
tales que las aplicaciones de estructura son diferenciables. Ademéas, por razones
técnicas, se impone que « y [ sean submersiones sobreyectivas.

De manera natural se define un morfismo entre grupoides de Lie como un
morfismo entre grupoides que es diferenciable. De este modo, se construye también
la categoria de grupoides de Lie como subcategoria de la categoria de grupoides.
Notemos que, como cabria esperar, todo grupo de Lie se puede ver como un grupoide
de Lie. El concepto de grupoide de Lie ha variado desde sus comienzos. Asi en [39]
se diferenciaba entre grupoide diferenciable y grupoide de Lie, indicando que este
altimo era un grupoide diferenciable localmente trivial. No obstante, a partir de [3]
se ha optado por no distinguir entre grupoides diferenciables y grupoides de Lie, a
diferencia de como se venia haciendo hasta el momento. K. Mackenzie sigue este
convenio desde [40].

Un ejemplo interesante para este proyecto es el llamado grupoide de 1—jets de
difeomorfismos locales sobre una variedad diferenciable M, denotado por II' (M, M),
junto con la composicion de 1—jets. Los elementos de IT' (M, M) se denotaran como
j;yqﬁ, que representa al 1—jet de un difeomorfismo local de M en M, ¢,y ¢ (X) =Y.

En general, si I' = M un grupoide de Lie con conjunto de morfismos I' y conjunto
de objetos M, para todo objeto x € M, el conjunto de morfismos con dominio y
codominio z, I'?, se denomina grupo de isotropia en x 'y el conjunto de objetos O(x)
dado por la imagen por § de los morfismos con cuya imagen por « es x se denomina
orbita de x. La estructura de grupoide de Lie dota a las érbitas de estructura de
variedad diferenciable y a los grupos de isotropia de estructura de grupo de Lie.

Los conceptos de grupoide y grupoide de Lie cobran un gran protagonismo en el
desarrollo de la linea de investigacion de este proyecto. De hecho, uno de lo resultados
més importantes de esta investigacion, cuya aplicacién es la motivacién principal
del proyecto, se basa en la busqueda de cierta estructura diferenciable sobre un
subgrupoide cualquiera de un grupoide de Lie.
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1.3. Distribucion caracteristica

La distribucién caracteristica surge inicialmente con objeto de lidiar con una
situacion especifica en el marco de la primera linea de investigacion (Lin. 1.):
el grupoide que codifica todas las simetrias materiales no tiene, generalmente,
estructura de grupoide de Lie. Asi, se presenta el siguiente problema, mas general,
que serd relevante no solo por sus aplicaciones en la Mecanica de Medios Continuos,
sino también en el resto de lineas de investigacion (el desarrollo de esta secciéon se
puede estudiar en detalle en [11,31].

La situacién a tratar en esta seccion es la siguiente: Se considera T C T un
subgrupoide de un grupoide de Lie I' = M, de tal manera que no se asume
ninguna estructura diferenciable sobre I'.

Denotaremos por @, 3, € y 4 las restricciones de las aplicaciones estructura o, 3,
eeidel aTl (véase el diagrama a continuacion).

E

. . ., . C . . =T
donde j es la inclusién. Con esto, podemos construir una distribucion AT sobre
la variedad I" de la siguiente manera,

T—7

=T
gelw AT, <T,T,

tal que Ang es la fibra de AT en g generada por los campos vectoriales (locales)
invariantes a izquierda © € Xjoc (I') cuyo flujo en las identidades esta totalmente
contenido en I', es decir:

(i) © es tangente a las fibras de g,

O(g) € T,67" (B(9)) .

para todo g en el dominio de O.

(ii) O es invariante por traslaciones a izquierda,

©(9) = Te(a(g)) Ly (O (e (a(g)))) ,

para cualquier g en el dominio de ©.
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(iii) El flujo (local) ¢ de © satisface

oy (e(2)) €T,
para todo x € M de tal manera que © esta definido e (z).

Notese que, para cada g € I, el vector cero 0, € T,I' estd contenido en la fibra
C . . =T .
de la distribucion en g, es decir, en AI'). Por otro lado, es facil probar que un
campo vectorial © satisface las condiciones @ y (ii) si, y solo si, su flujo local ¢ es
invariante a izquierda. Entonces, dado que I' es un subgrupoide de I, la condicion
(iii) es equivalente a la siguiente:

(iii)” El flujo (local) ¢ de © en g esta totalmente contenido en T', para todo g € T

Por lo tanto, estamos tomando los campos wvectoriales invariantes a izquierda
sobre T' cuyas curvas integrales estdan confinadas dentro o fuera de I'. También es
destacable que, por definicion, esta distribucion es diferenciable.

La distribucion AT se denomina la distribucion caracteristica de T. Por
simplicidad, denotaremos la familia de los campos vectoriales que satisfacen las
condiciones (i), (ii) y (iii) por €. Los campos vectoriales locales de € se llamaran
campos vectoriales admisibles.

La estructura de grupoide nos permite construir dos nuevos objetos asociados a
C . . =T . C . . . .
la distribucién AI' . El primero es una distribucién diferenciable sobre la base M,

denotada por Afﬁ. El segundo es una correspondencia “ diferenciable” AT que asocia
a cada punto x de M un subespacio vectorial de T, I". Ambas construcciones se
caracterizan por la conmutatividad del siguiente diagrama:

=y A
r —4 p(1T)
/‘r
. Af/// To

M AT (T

donde P (E) es la coleccion de subconjuntos de E. La distribucion AT se llama
distribucion base-caracteristica de T'. Es importante destacar que ninguna de las
distribuciones introducidas son, necesariamente, regulares.

Consideremos un campo vectorial invariante a izquierda © sobre I' cuyo flujo
. . . = —_ =T —_
(local) ¢ en las identidades esta contenido en I'. Sea v, = = (g) € AL’y con E € C.



14 CAPITULO 1. GROUPOIDS AND SYMMETRIES

Entonces,
Tyey (vg) = T (27 (9)) »
donde ¢Z es el flujo de Z, y T es el campo de vectores sobre I' dado por el pullback
de = por 9.
Asi, la distribucion caracteristica AT esta generada localmente por una familia
de campos vectoriales C y es invariante con respecto a esta familia. Por lo tanto, en

=T o .
base al teorema 1.2.6 A" es una distribucion integrable. Analogamente, se tiene

que la distribucion AT es también integrable.

Como consecuencia se generan dos foliaciones, F sobre I' y F sobre M. Entre los
resultados obtenidos del estudio de estas distribuciones y sus respectivas foliaciones,
se destacan los siguientes:

Teorema Sea I' = M un grupoide de Lie y T' un subgrupoide de I' (no
necesariamente un grupoide de Lie) sobre M. Entonces, existen una foliacion maximal
F de I' y una foliacion maximal F de M tales que:

i) Para todo z € M,

ii) T es una union de hojas de .

iii) Para todo # € M, existe un subgrupoide de Lie transitivo T (¥ (z)) de I' con
base F (z).

Asi, aunque nuestro grupoide I' no es un subgrupoide de Lie de I', atin podemos
separarlo en variedades (hojas de la foliacion ) y extraer componentes “transitivas”
y “diferenciables” (los grupoides de Lie T’ (F (z)) = J (z)). En otras palabras, desde
un punto de vista intuitivo, estas distribuciones nos permiten demostrar que I puede
ser dividido de una tnica y maximal manera en «trozos» diferenciables y transitivos.

Es esta intuicion la que da inicio a las lineas de investigacion presentadas en este
proyecto.

1.4. Linea 1 de investigaciéon (Lin. 1.)

La presente linea de investigacion es la que méas recorrido tiene en este punto y
supone, ademaés, la prueba palpable de lo fructifero que puede resultar el uso de los
avances puramente matemaéticos sobre la distribucién caracteristica en otros campos
de investigacion. En este caso, la linea de investigacion propuesta aborda una serie
de desafios fundamentales que se pueden resumir en los siguientes: El desarrollo
de un marco matematico general que sea aplicable a materiales no uniformes
basado en grupoides y distribuciones diferenciables y su aplicaciéon a diferentes
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facetas y modelos en mecéanica de medios continuos.

Cabe destacar que como resultado de esta linea de investigacion se han publicado
ya 10 articulos de investigacion [23,27-35], y un libro de investigacion [11], publicado
en World Scientific, que sienta las bases te de este nuevo enfoque en el tratamiento
de materiales no uniformes.

1.4.1. Marco tedrico especifico de la linea

Establecemos en esta seccién, de manera muy resumida, el marco tedrico y los
avances realizados en esta linea de investigacion.

Mecanica de Medios Continuos

Desde sus origenes, la teoria de la elasticidad ha constituido una rama rica
y emocionante de la investigacion matematica. Esta disciplina fue inicialmente
desarrollada por J. Bernoulli, A. L. Cauchy y L. Euler, y a lo largo del tiempo ha
contado con importantes contribuciones de matematicos como Beltrami, Birkhoff,
Hadamard, Lipschitz, entre otros. Sin embargo, con el transcurso de los anos,
la relevancia de la elasticidad como rama de las matemaéticas fue disminuyendo.
Aunque persistieron algunas excepciones, en términos generales, los matematicos
comenzaron a perder interés en este campo (véase [52]).

En 1954, la tesis de W. Noll titulada “On the Continuity of the Solid and
Fluid States” [41] dio un nuevo empuje a esta teoria como rama de aplicaciéon
de la matematica abstracta. En este trabajo, Noll comenz6 a utilizar el concepto
de punto material o particula material, inaugurando una nueva fase que podria
denominarse nueva elasticidad racional, la cual constituye la base fisica de este
proyecto. Asi, un continuo o cuerpo material se modela fisicamente como una
variedad conexa tridimensional B. Generalmente se impone que el cuerpo material
puede ser embebido en el espacio fisico S que usualmente se identifica con R3
0, dicho de otra manera, B posee una carta global. Obsérvese que un cuerpo
material es, por definicion, un espacio topolégico abstracto. Asi, esta imposicion
se traduce en que se puede representar el cuerpo como parte del mundo fisico;
este tipo de «representaciones» se denominan configuraciones. Especificamente,
una configuracion ¢ es una aplicacién que embebe B en R3. Normalmente fijamos
una configuracion ¢g, llamada configuracion de referencia. De este modo, una
deformacidn se describe como un cambio de configuraciones, a saber, la composiciéon

k=dpog¢y" (figura 1.2).

En una formulacion mas abstracta [44], muchas de las limitaciones de la teoria,
como la estructura métrica del espacio, pueden ser eliminadas sin comprometer
su contenido fisico. De hecho, en [44] surge una teoria rigurosa al imitar el
enfoque geométrico de la Mecanica Clasica, definiendo el espacio de configuraciones
como el espacio de aplicaciones que embeben el cuerpo en el espacio fisico.
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do

K=dody"

Figura 1.2: Deformacion

Este espacio de configuraciones posee una estructura (no tnica) de variedad
diferenciable infinita-dimensional [26, 37]. Existen, ademaés, otros enfoques sobre
los campos elasticos asociados a ciertos tipos de defectos aislados (dislocaciones y
disclinaciones) [4,36,50]. No obstante, la primera linea de investigacion (Lin. 1.) de
este proyecto supone una interaccion entre el enfoque de W. Noll sobre la Mecdnica
de Medios Continuos [42] y la Geometria Diferencial, con un foco especial en
la teoria de distribuciones diferenciables, foliaciones, y grupoides. Como
se puede observar en textos modernos como Introduction to Rational FElasticity
de C. C. Wang y C. Truesdell, y Mathematical Foundations of FElasticity de J.
E. Marsden y T. J. R. Hughes, esta relaciéon ha dado lugar a una teorfa rica
en resultados interesantes. Aunque los diferentes enfoques utilizan estructuras
geométricas similares, el estatus conceptual de la teoria es distinto. El enfoque de
Noll se basa en la existencia de leyes constitutivas que codifican toda la informacion
sobre la respuesta del material. Esto permite comparar puntos materiales a través
de los llamados isomorfismos materiales (nocion que discutiremos mas adelante).
Aunque algunos de los resultados obtenidos por esta escuela coinciden con los
de sus predecesores, también se encuentran diferencias importantes. Un ejemplo
notable es el papel fundamental de los grupos de simetria material en la teoria de Noll.

Una ley constitutiva o respuesta material (tales como el esfuerzo de Cauchy o la
energia eldstica por unidad de masa), se presenta como una funcion diferenciable W.
El modelo que sirve de base en esta linea de investigacion, es el de los materiales
eldsticos simples. Estos se caracterizan por el hecho de que su respuesta material
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depende, en cada particula material, de la deformaciéon en la particula a través
dnicamente de la primera derivada de la deformacion en ese punto. De este modo, la
respuesta mecéanica se representa matemaéaticamente como una aplicaciéon diferenciable
W :BxGIl(3,R) — V,donde GI (3,R) es el grupo lineal general de matrices regulares
3 x 3. En general, V sera el espacio de todos los tensores de esfuerzos. De hecho,
las fuerzas de contacto en una particula material, en una configuracion dada ¢, se
caracterizan por un tensor simétrico de segundo orden T’x 4 en R3. Por lo tanto, la
respuesta mecénica viene dada por la ecuacion,

W(X,F)=Tx.y,

donde F' es la matriz asociada al 1—jet en ¢g (X) de ¢ o qﬁal. Notese que la forma
de W depende de la eleccion de una configuracion de referencia particular ¢g
para expresar el gradiente de las deformaciones. Sin embargo, la ley de cambio de
configuraciones nos permiten entender la respuesta mecanica como una aplicacion
diferenciable que no depende de la configuracién de referencia elegida [11,52].

Con esto, para materiales simples, a través de la matriz asociada de sus
trivializaciones por la configuracion de referencia, la respuesta mecéanica puede
definirse de manera equivalente como una aplicacion diferenciable cuyo dominio es la
variedad diferenciable de 1—jets de difeomorfismos locales del material II! (B, B), y
como codominio el espacio vectorial V. Una de las primeras consecuencias de definir
una respuesta material es que esta nos permite «comparar puntos materiales». De
hecho, se dice que dos particulas materiales X e Y «estdn hechas del mismo material»
si la propiedades elasticas son las mismas o, equivalentemente, las respuestas
mecéanicas en cada uno de los puntos son iguales respecto, quiza, configuraciones
de referencia diferentes. De aqui surge, precisamente, la mencionada nociéon de
isomorfismo material que caracteriza esta condicién: X e Y estan hechas del mismo
material si, y solo si existe un difeomorfismo local ¢ de una particula material a la
otra, de tal manera su 1—jet Pxy = j}mﬂb es una «simetria de W por la derecha»,
ie.,

W(F,Y)=W(FPxy,X), (1.1)
para todo 1—jet F' de un difeomorfismo local en el cuerpo. En este caso, Pxy se
denomina un isomorfismo material entre X y Y. Si X =Y, Pxx se denomina una
simetria material en X. El conjunto G (X) de todas las simetrias materiales en X
es, de hecho, un grupo denominado grupo de simetria material.

Los isomorfismos materiales Pxy no son, en general, anicos. De hecho, el conjunto
de isomorfismos materiales G (X,Y) entre X y Y puede satisfacer una de las
siguientes dos condiciones:

« G(X,Y)=0.

» G(X,Y) estd en correspondencia uno a uno con el grupo de simetria material
G (X) en X. De hecho,

Pxy -G (X)=G(X,Y),
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para cualquier isomorfismo material Pxy € G(X,Y).

Un cuerpo B se dice uniforme si todos sus puntos materiales estan hechos del
mismo material o, en relacién con los isomorfismos materiales, B es uniforme si todo
par de puntos puede ser unido por un isomorfismo material. En caso de la familia
de isomorfismos materiales pueda ser «elegida diferenciablementey, se dird que B es
diferenciablemente uniforme.

Considerando estos hechos y asumiendo que el cuerpo es diferenciablemente
uniforme, Noll introdujo la nocién de paralelismos materiales y sus correspondientes
conexiones materiales sin curvatura. Esta idea fue ampliada por C. C. Wang [51]
y F. Bloom [5]. La no anulacién de la torsion de las conexiones materiales (no
necesariamente dnicas) juega un papel importante en la formulacion de W. Noll. En
el caso de grupos de simetria discretos, la conexién material es tinica y, en tal caso,
se dispone de un tensor candnico (la torsion de la conexion) que mide la presencia
de defectos materiales; en la terminologia de W. Noll, la anulacién de la torsiéon de la
conexién equivale a la nocién de homogeneidad local del cuerpo, lo cual se interpreta
fisicamente como la ausencia de defectos.

El fibrado de referencia del cuerpo y, en particular, sus G—estructuras
proporcionan una nueva formulacién de estas ideas. En [18], M. Elzanowski, M.
Epstein y J. Sniatycki asocian a cualquier cuerpo diferenciablemente uniforme una
familia de G—estructuras conjugadas, denominadas G—estructuras materiales, de
tal manera que su integrabilidad caracteriza la homogeneidad del material. Sin
embargo, este enfoque presenta ciertas limitaciones. En particular, las G—estructuras
materiales no estdn definidas de manera canonica. Otro de los problemas que
presentan todos los enfoques mencionados es que no se pueden utilizar sobre
materiales no uniformes.

Esta linea de investigacién empieza por la presentacién de un marco
tedrico que resuelve ambos problemas.

Grupoide Material

La narrativa de esta linea parte del anélisis de la estructura algebraica inherente
al conjunto de todos los isomorfismos materiales, denotado por 2 (B), es decir,

Q(B) :={Pxy : Pxy es un isomorfismo material entre X e Y}

Es importante destacar que los isomorfismos materiales pertenecen al grupoide de
Lie IT' (B, B) = B, compuesto por los 1-jets de difeomorfismos locales en B. Ademas,
la composicion de isomorfismos materiales produce un nuevo isomorfismo material,
lo que permite definir una operacion en Q (B). Al considerar que las identidades y
las inversiones de los isomorfismos materiales también son isomorfismos materiales,
obtenemos una tnica estructura de grupoide sobre (B), tal que Q(B) = B
constituye un subgrupoide de II' (B,B) = B. A este objeto algebraico se le
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denomina grupoide material de B ( [21,22]).

Es particularmente notable que el grupoide material no solo existe de manera
Gnica, sino que su definicién es independiente de la uniformidad del material. En
este sentido, la construccion de Q (B) y el estudio de sus propiedades constituyen
seran esenciales en esta investigacién. En particular, se presta especial atencion
a las implicaciones que esta estructura tiene en el anéalisis de la uniformidad y
homogeneidad del material.

Una primera consecuencia directa de la estructura de grupoide de Q2 (B) es la
caracterizacion de la uniformidad: un cuerpo material B es uniforme si, y solo
si, 2(B) es transitivo. Surge ahora una pregunta natural: jes siempre Q(B) un
subgrupoide de Lie de IT' (B, B)? Dicho de otra manera, ;qué podemos afirmar
sobre la estructura diferenciable de Q (B)?

La respuesta a esta pregunta es, en general, negativa (véase [11] para encontrar
ejemplos). De hecho, se ha demostrado que un material B es diferenciablemente
uniforme si, y solo si, Q(B) es un subgrupoide de Lie transitivo de II' (B, B). Esto
implica que un material uniforme sera diferenciablemente uniforme si la estructura

diferenciable de IT! (B, B) se hereda por Q (B).

Dado este contexto, en este punto la linea investigacion se dividié en dos enfoques
principales.

(E1) Un primer enfoque que asume que, independientemente de la uniformidad,
Q(B) es un subgrupoide de Lie de II' (B, B). Asi, la principal ventaja de esta
hipotesis radica en la disponibilidad del algebroide de Lie asociado A€ (B).
Esto permite describir explicitamente dicho algebroide como un subalgebroide
del algebroide de las derivaciones en B, ofreciendo asi una serie de resultados
que caracterizan tanto la uniformidad como la homogeneidad mediante las
propiedades de dicho algebroide de Lie ( [33]).

(E2) El segundo enfoque aborda el desafio de trabajar con el caso general en el
cual Q(B) no es necesariamente un subgrupoide de Lie. Para enfrentar este
escenario, se introduce la nocién de Distribucion Material.

Aunque, como se ha comentado, se ha trabajado el caso en el que el grupoide
material es un subgrupoide de Lie del grupoide de 1—jets ( [32,33]), la narrativa
de este proyecto se centrard, principalmente, en el segundo enfoque (E2). En otras
palabras, salvo que se especifique lo contrario, no se hard suposicion alguna sobre el
grupotde material.

Distribucion material

En este punto se aplican las distribuciones caracteristicas a los mencionados
materiales simples (véase [11,23, 30, 34] para los detalles de los contenidos en esta
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seccion). Sea B un cuerpo simple con W : II' (B,B) — V como la respuesta
mecanica. Entonces, podemos definir el llamado grupoide material 2 (B), que es un
subgrupoide (no necesariamente de Lie) del grupoide de Lie de 1-jets IT' (B, B). Por
lo tanto, resulta natural construir y aplicar las distribuciones caracteristicas.

Sea © un campo vectorial admisible invariante a izquierda en IT' (B, B), es decir,
09 (e(X)) € Q(B) para todo X € B y t en el dominio del flujo en € (X). Entonces,
se prueba que,

TW (©) =0. (1.2)

Asi, la distribucién caracteristica A (B)T del grupoide material estd generada por
los campos vectoriales (invariantes a izquierda) en II' (B, B) que estdn en el niicleo
de TW . Esta distribucién caracteristica se denominaréd distribucidn material, y la
distribucion base-caracteristica A2 (15)ﬁ se denominara distribucion cuerpo-material.

Denotemos por F(e(X)) y F(X) las foliaciones asociadas a la distribucion
material y la distribucién cuerpo-material, respectivamente. Para cada X € B,
denotaremos el grupoide de Lie Q (B) (F (X)) por Q (F(X)).

El uso y la extrapolaciéon de estas nociones ha resultado fructifera. Resumamos
rapidamente los primeros avances en esta linea de investigacion:

Uniformidad graduada

Un subcuerpo generalizado (o subvariedad material) P C B se define simplemente
como una subvariedad de B que hereda parte de su estructura material. La respuesta
material de P se describe restringiendo la funcién constitutiva W a los 1-jets de
difeomorfismos locales ¢ de B que, al actuar, envian puntos de P a P; es decir, se
consideran tnicamente transformaciones compatibles con permanecer dentro de la
subvariedad.

La distribuciéon material permite definir la nocién de uniformidad graduada: se
dice que B es diferenciablemente uniforme de grado p en X si dim(AQ(B)ﬁX) =p,
y es de grado p si esto ocurre en todo punto. La uniformidad diferenciable usual se
reduce asi al caso particular p = 3. De hecho, B es de grado p en X si y solo si la hoja
diferenciablemente uniforme F(X) tiene dimension p, y B es de grado p si y solo si la
foliacion cuerpo-material es regular de rango p. Dado que la foliacién cuerpo-material
satisface una condicion de maximalidad, se concluye que todo cuerpo simple posee
un Gnico grado de uniformidad. Esto permite cuantificar de forma geométrica
cuén lejos estd un cuerpo de ser uniforme, mediante el rango (dimension) de sus hojas
diferenciablemente uniformes. Este desarrollo se puede encontrar en [30].

Homogeneidad

Un cuerpo es (localmente) homogéneo si existe una configuracion (local) ¢
que permite construir, a partir de traslaciones, un campo (local) diferenciable de
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isomorfismos materiales P,

PY,X) = jyx (67" 0 Tox)—p(v) © 8) »

para todo Y en el dominio de ¢ y un X fijo. En términos de grupoides, esto equivale
a poder elegir una secciéon del grupoide material que sea “constante” en el cuerpo. En
particular, la homogeneidad local es mas restrictiva que la uniformidad diferenciable:
todo cuerpo homogéneo resulta diferenciablemente uniforme. Sin embargo, en una
imagen puramente intuitiva, la homogeneidad se interpreta como la ausencia de
defectos. Por lo tanto, tiene sentido desarrollar un concepto de algun tipo
de homogeneidad para materiales no uniformes que mida la ausencia
de defectos y generalice el concepto conocido. En la literatura ya podemos
encontrar algunas respuestas parciales a esta pregunta ( [8,20] para FGMs y [19, 23]
para materiales laminados y fibrados). En [34] resolvemos completamente este
problema.

Para un cuerpo no uniforme, la idea intuitiva es exigir que cada hoja F(X) de la
foliacion por subvariedades materiales diferenciablemente uniformes sea (localmente)
homogénea y, ademas, que dichas hojas puedan enderezarse simultdineamente de
manera compatible con la foliacion. Esto lleva primero a definir homogeneidad para
subvariedades: una subvariedad N C B es homogénea si, para todo X € N, existe
una configuracion local ¥ en un abierto U D N tal que los 1-jets

Jy,z (71 0 Ty(z)—p(v) 0 V)

son isomorfismos materiales para cualesquiera Y, Z € N; y es localmente homogénea
si puede cubrirse por abiertos U, con U, NN homogéneos. Usando la existencia de
atlas foliados y la maximalidad de las hojas F(X), se define entonces que un cuerpo
simple B es localmente homogéneo si, para todo X € B, existe una carta foliada 1 en
un abierto U 3 X tal que los jets anteriores son isomorfismos materiales para todo
Z e UNFY) (y homogéneo si U = B). Notese que aunque en un cuerpo homogéneo
todas las hojas F(X) son homogéneas, la homogeneidad hoja a hoja no basta en
general: hace falta una condicion adicional de compatibilidad con la estructura de
foliacion.

Finalmente, esta homogeneidad “generalizada” admite una caracterizacién
diferencial directa en coordenadas foliadas. Si ¢ = (z°) es una configuracién (local)
homogénea y foliada, entonces las derivadas 9/9z! para 1 < [ < dim(F(X)) =: K
son tangentes a la distribucién material AQ(B)¥; equivalentemente, existen funciones
locales Ai ; que anulan la variacion de W a lo largo de direcciones foliadas. En el caso

homogéneo, puede elegirse A, = 0, obteniéndose el criterio:
ow
Ox!
Asi, B es homogéneo si y solo si en torno a cada punto existen coordenadas locales en
las que W es constante a lo largo de las direcciones tangentes a las hojas uniformes,

=0, VI<dim(F(X)).
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lo que expresa de manera transparente la ausencia (generalizada) de defectos en las
direcciones materiales privilegiadas por la foliacion.

Evolucién material

En este punto se estudia al caso dependiente del tiempo, sustituyendo el cuerpo
“congelado” por una wvariedad cuerpo—tiempo C = R x B y una ley constitutiva
no estacionaria W : € x GL(3,R) — V, que codifica la variacion temporal de las
propiedades intrinsecas del material.

(1) Grupoides tiempo—material y pérdida de regularidad. La nocion clave
para comparar material “en tiempos distintos” se formaliza mediante isomorfismos
tiempo—material. Fijado X € B, el objeto algebraico central es el grupoide material
temporal Qx (R), que registra todas las simetrias (en el sentido constitutivo) a lo largo
de la historia completa de la particula X. Como en el caso estacionario, 1x(R) es
canonico pero, en general, no hereda estructura de Lie; este hecho es precisamente el
que motiva el uso sistematico de distribuciones caracteristicas en evolucién material.

(2) Distribuciones materiales y foliaciones: descomposicién candénica
del tiempo. Aplicando la construcciéon de distribucién caracteristica al contexto
temporal, se definen las distribuciones AQy(R)T y AQx(R)*, cuyas foliaciones
asociadas inducen una descomposicion mazimal de la recta temporal R en procesos
constitutivamente “constantes”. Dicho de otro modo, la foliacién cuerpo—material
Jx divide el tiempo en intervalos maximos en los que el comportamiento de X
puede interpretarse como un proceso de remodelacion diferenciable (sin cambio en
las propiedades del material).

(3) Criterio operativo de remodelacion: la ecuacion de evolucion. Un avance
esencial consiste en reducir la deteccién de remodelacién diferenciable al estudio de
una ecuacion lineal explicita (la ecuacion de evolucion de X)

oWx

IWx 1 OWx
ot

A '
J ay;

+ yi O =0,

cuyas soluciones generan la distribucion material temporal. De este modo, la
condicion dim (AQ X (R)g) = 1 para todo t (equivalentemente, la existencia de una

solucion con A # 0) proporciona un criterio diferencial y verificable para identificar
periodos de remodelacion diferenciable.

(4) Morfogénesis como ruptura de simetria: normalizoide y distribucién
extendida. Para capturar cambios cualitativos en la simetria (morfogénesis), se
introduce el normalizoide Nx (R) de Q2x (R) y su distribucion caracteristica ANx (R)7
(distribucién material extendida), junto con su versién base. La foliacién extendida
NFx produce otra particion maximal de R en intervalos donde la evolucion es
diferenciable sin morfogénesis; los instantes fuera de dichas hojas senalan, de
manera precisa, ddénde aparecen procesos diferenciables de morfogénesis (ruptura
de simetria).



1.4. LINEA 1 DE INVESTIGACION (LIN. 1.) 23

(5) Criterio operativo de ausencia de morfogénesis: la ecuacion de
morfogénesis. La construccion anterior se traduce en un segundo sistema lineal
(la ecuacion de morfogénesis para X), que se comprueba sobre una base del espacio
de soluciones de la condicién de simetria instantdnea. En términos practicos, X no
presenta morfogénesis diferenciable en un proceso si, y solo si,

dim(AfNX (R)g) =1 para todo t,

Asi, anélogamente al caso de remodelaciéon, esto convierte la deteccion de
morfogénesis en un problema computable a partir de derivadas de Wx. Los avances
en este sentido hasta la fecha se pueden encontrar principalmente en [27,35].

Material de Cosserat: Un modelo mas complejo

Hasta este punto, el desarrollo se ha centrado en materiales simples (orden
1), donde la respuesta constitutiva depende tnicamente del primer gradiente de
la deformacion. Sin embargo, muchos materiales reales (solidos granulares, rocas,
huesos) requieren variables cinemdticas adicionales y, por tanto, modelos mas ricos.
En este contexto aparecen los medios de Cosserat, en los que a cada punto del
macromedio se le asocia informacion microestructural (“directores”), lo que conduce
de manera natural a un tratamiento en términos de fibrados de referencia y
configuraciones como morfismos entre fibrados principales.

(1) Grupoide material de segundo orden y dos enfoques complementarios.
En el marco geométrico, la ley constitutiva de un medio de Cosserat se expresa como
W = W(X,F), donde F representa el gradiente (no holénomo) de la deformacion
del fibrado de referencia. Ello induce un grupoide material no holonomo de sequndo
orden que codifica los isomorfismos materiales. A partir de aqui, se desarrollan dos
vias: (E1) Asumir regularidad (grupoide de Lie) para explotar el algebroide asociado
[32]; (E2) tratar el caso general (sin estructura de Lie) mediante distribuciones
caracteristicas [29]. Al igual que en la linea de investigacion del proyecto, estaremos
mas interesados en estudiar el caso general (E2).

(2) Estructura infinitesimal: dos distribuciones caracteristicas canénicas.
Un resultado distintivo en Cosserat es la existencia, asociada candnicamente a
cualquier medio, de dos distribuciones caracteristicas bien definidas:

= La distribucion material no holondmica de seqgundo orden, generada por campos
invariantes a izquierda en el niicleo de TW;

= La distribucion material holonomica de seqgundo orden, generada por el
levantamiento completo de campos del macromedio en el niicleo de T'W.

En la practica, ambas distribuciones se construyen resolviendo dos ecuaciones lineales
explicitas (no holonémica y holonémica), lo que proporciona un criterio operativo
para extraer la geometria “material” en presencia de microestructura (ver [29] para
la especificacion de las ecuaciones).
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(3) Descomposicién canodnica: partes uniformes vs. partes de segundo
grado. Como consecuencia del formalismo anterior, se obtiene una descomposicion
candnica del medio de Cosserat en partes diferenciablemente uniformes y partes de
segundo grado, entendiendo por estas tltimas aquellas donde la respuesta constitutiva
(o los isomorfismos materiales) depende efectivamente de derivadas de segundo
orden en el macromedio. En términos geométricos, los espacios de soluciones de
las ecuaciones material no holonémica/holonémica caracterizan esta particion y
cuantifican la complejidad constitutiva del medio.

(4) Homogeneidad para Cosserat no uniformes: generalizacién y criterio
diferencial. Un avance central consiste en definir, por primera vez, una nociéon
de homogeneidad valida para medios de Cosserat mo uniformes que generaliza
la homogeneidad clasica (ausencia de defectos). La idea geométrica es doble:
(i) cada componente diferenciablemente uniforme debe ser homogénea; (ii) estas
subvariedades materiales deben poder ‘“enderezarse” simultdneamente de forma
compatible. Esta nociéon admite una caracterizacion diferencial mediante una
ecuacion de homogeneidad explicita, proporcionando un criterio verificable para
detectar inhomogeneidades en presencia de microestructura [29].

1.4.2. Objetivos

La primera linea de investigacién tiene varios objetivos. Primero, se basa en
extrapolar la teoria para ampliar la gama de materiales en los que se
puede aplicar (01.1). Cémo hemos comentado, la teorfa de C.C. Wang y W.
Noll, sobre materiales simples, no es lo suficientemente general como para abarcar
algunas clases importantes de materiales.

En general, el concepto fisico de una fuerza de contacto en un punto implica que
las circunstancias en un entorno del punto de aplicaciéon de tal fuerza determinan
la respuesta mecéanica W (principio de accion local). Esto da lugar a la forma mas
general de las ecuaciones constitutivas [48], en las que la respuesta material en
una particula depende, no solo de la primera derivada de la deformacion en ese
punto (como en materiales simples), sino de la restriccion de la deformacion a un
entorno suficientemente pequeno de la particula. En este contexto, ademas de los
tratado medios de Cosserat, surgen las conocidas como teorias materiales polares y
materiales de orden superior, agregando la necesidad de gradientes de orden superior
para caracterizar las relaciones constitutivas [48]. El orden del gradiente maéas alto
que aparece en la descripcion se denomina orden del material eldstico.

Mientras que los primeros y clésicos estudios de la mecénica continua se refieren a
materiales simples casi exclusivamente, hay algunas excepciones. Cauchy [10] sugirio
una vez que las componentes del tensor de esfuerzos pueden ser «funciones lineales
de desplazamientos ... y sus derivadas de diversos ordenesy. Aparentemente guiados
por el trabajo de Cauchy, Levy y ST. Venant [49] propusieron, por separado, una
teoria de fluidos en la que se supone que el tensor de esfuerzos es una funcion de
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derivadas espaciales del campo de velocidad de todos los 6rdenes, pero solo en ciertas
combinaciones invariantes. Ambas teorias se basaron en las nociones moleculares de
Navier. A partir de entonces, investigadores de la talla de C. Eckart, B. Manfredi,
C. Truesdell y W. Noll han contribuido activamente al desarrollo de este tipo de
teoria que generalizan a los materiales simples. Hoy en dia, este tipo de modelos se
puede aplicar en una amplia gamma de materiales, como los llamados metamateriales
mecdnicos [24] en los que la respuesta mecanica depende de las dos primeras derivadas
de la deformacion. Asi, el objetivo O1.1 se puede dividir en dos objetivos:

0O1.1.1 Marco matematico. Construir un marco matematico, anédlogo al de
materiales simples y de Cosserat, para el tratamiento de modelos mas
complejos, empezando por las teorias materiales polares y los materiales de
orden superior.

01.1.2 Modelos especificos. Aplicar los resultados obtenidos a modelos especificos
de materiales, entre los que se encuentran los metamateriales mecdnicos [24] o
el modelo mecdnico de crecimiento de tumores sélidos [9].

Como un segundo objetivo (01.2) se pretende abordar el estudio materiales
compuestos (mezclas solidas, laminados, etc.), en los que coexisten dos o mds
respuestas constitutivas que interactiian sobre un mismo sustrato material. La idea
central consiste en reemplazar el grupoide material clasico de un material simple
(cuyo caracter transitivo caracteriza la uniformidad) por una estructura maés rica: un
grupoide doble (material) que codifique simultaneamente las simetrias (isomorfismos
materiales) asociadas a cada constituyente y, crucialmente, sus condiciones de
compatibilidad.

En términos concretos, este objetivo se articula en los siguientes hitos:

01.2.1 Construccion del grupoide doble del compuesto. Dadas dos estructuras
materiales (por ejemplo, dos grupoides materiales transitorios 1 (B) y Q2(B)),
construir un grupoide doble de cuadrados conmutativos que recoja, en una tinica
superestructura algebraica, la interacciéon de ambos conjuntos de isomorfismos
materiales y su composiciéon compatible.

01.2.2 Uniformidad del compuesto y jerarquia de nociones. Formular una
definicion geométrica de uniformidad del compuesto que generalice el criterio
clasico (transitividad del grupoide material) y, aprovechando la riqueza
interna de los grupoides dobles, introducir una tazonomia de condiciones
de uniformidad/compatibilidad, interpretadas como distintos procesos de
completacion de cuadrados (filling conditions) y diferentes nociones de
transitividad.

01.2.3 Criterios estructurales y consecuencias fisicas. Derivar criterios
verificables que relacionen estas nociones con propiedades intrinsecas de los
constituyentes (por ejemplo, conjugaciéon/inclusién de grupos de simetria
material, existencia de flechas comunes, dominancia de un constituyente,
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etc.), clarificando qué condiciones expresan una mezcla “consistente” y cuéles
codifican compatibilidades mas restrictivas.

01.2.4 Ejemplos y alcance. Proporcionar ejemplos representativos (solidos
cristalinos con simetria minima) que muestren que: (i) la uniformidad del
compuesto puede darse sin satisfacer condiciones més fuertes de compatibilidad,
y (ii) las nociones débiles/fuertes distinguen fenémenos geométricos fisicamente
relevantes.

01.2.5 Distribuciéon caracteristica. Extrapolacion del concepto de distribucion
caracteristica al contexto de grupoides dobles, desde un punto de vista
puramente matematico, para aplicarlo después al estudio de las propiedades
de los materiales compuestos.

El resultado esperado de (O1.2) se puede entender, por tanto, en la construccion
de un lenguaje geométrico robusto para comparar materiales compuestos mas alla
de la mera interseccién de grupoides, capaz de medir y clasificar la compatibilidad
entre constituyentes mediante invariantes de tipo grupoide doble. Este marco esta
orientado, ademaés, a servir como plataforma para extensiones futuras: compuestos
con més de dos materiales, conexién con microestructura, y el estudio posterior de
homogeneidad en compuestos.

Asi, en este punto, se quisiera destacar de nuevo uno de los puntos fuertes de esta
linea de investigacion: la amplia gama de potenciales dreas de aplicacion:
desde la fisica o la ingenieria con metamateriales mecdnicos, hasta la biologia con la
remodelacion de tejidos bioldgicos en particular, en el tratamiento de tumores. Por
esta razon, se espera que tenga un gran impacto en la comunidad cientifica. Ademas,
dado que gran parte del proyecto se refiere a la aplicacién de resultados puramente
matematicos en otras areas de investigacidon, se espera que el desarrollo de este
proyecto se traduzca en la creacion de conexiones con otros grupos de investigacion,
no solo en matemdticas, sino en otras dreas como la fisica, la ingenieria o la biologia.
Obviamente, se espera que estos vinculos generen un aumento exponencial en el
impacto de esta teoria en diversas &reas del conocimiento.

1.5. Linea 2 de investigaciéon (Lin. 2.)

La segunda linea de investigacion del proyecto se centra en el estudio geométrico y
la revision del concepto mismo de simetria en sistemas hamiltonianos. En particular,
la tesis principal de esta linea de investigacion es que la estructura de grupoide supone
un ambiente mas natural para “todas las simetrias” de un sistema hamiltoniano que la
de grupo, dado que abarca, en un mismo ente algebraico, tanto las simetrias globales,
como otro tipo de simetrias que podriamos llamar locales o puntuales.
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1.5.1. Marco tedrico especifico de la linea

De nuevo, de manera muy resumida, presentaremos el marco teérico de esta linea
de investigacion.

Mecanica hamiltoniana y simetrias

Dado que la Mecanica hamiltoniana es un area muy activa en la actualidad
dentro de la Mecanica Geométrica y la Geometria Diferencial, este apartado se
presentara de modo muy resumido (para mas detalle ver [1]).

Un sistema hamiltoniano se modela como una terna (M,w, H), donde (M, w) es
una variedad simpléctica (espacio de fases) y H € C*°(M) es el Hamiltoniano. El
campo hamiltoniano Xy viene determinado por la ecuacion,

LXyW = dH,

y sus curvas integrales describen la de la ecuaciones de Hamilton. En otras
palabras,

dq¢’ _OH
dt  opt

1.
dpi - _8H ( 3)
dt  9¢t

donde (qi, pi) son las coordenadas de Darboux de la variedad simpléctica (M, w).

En este contexto, la nocion cléasica de simetria se asocia a transformaciones ¢ de
M que preservan (parte de) la estructura:

i) La dinamica: ¢, Xy = Xg.
ii) La geometria: ¢*w = w.
iii) Ambas: ¢, Xy = Xp, o*w = w.

Asi, en el caso i) ¢ es una simetria dindmica, en el caso i) ¢ es una simetria
geométrica, y en el caso iii) ¢ es una simelria dindmica-geométrica.
subgroupoids of II* (M, M) preserving G —structures [25]

Grupoide de simplectomorfismos como caso regular
(“telonero”)

La construccion se articula en el grupoide de 1-jets IT1* (M, M) = M como espacio
ambiente. Como primer ejemplo controlado, que sirve al mismo tiempo de base y de
inspiracion, se considera el subgrupoide de 1-jets que preservan la forma simpléctica:

M (M, w) c TH(M, M),
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que constituye un subgrupoide de Lie transitivo. Se ha estudiado en profundidad en
[25] como ejemplo de subgrupoide que preserva G—estructuras. Este caso es esencial
como modelo regular porque permite:

(a) Fijar la notacion y los mecanismos del enfoque por grupoides.

(b) Mostrar como el paso a nivel infinitesimal se expresa de manera natural
mediante derivaciones y conexiones.

(c) Servir de referencia conceptual para el caso verdaderamente relevante, donde
la regularidad falla.

Simetrias globales/locales/puntuales y grupoides candnicos

En este punto radica la idea rectora de esta linea de investigacion. Asi, vamos a
comenzar por la intuicién que impulsa la investigaciéon protagonista en esta linea.

En mecénica hamiltoniana, las simetrias globales son, sin duda, fundamentales:
cuando un sistema admite una transformacion definida en todo el espacio de fases
que preserva la estructura (por ejemplo, la forma simpléctica y/o el Hamiltoniano),
esa invariancia suele traducirse en leyes de conservacion, reducciéon del sistema y
una comprension estructural profunda de su dindmica. Sin embargo, en muchos
problemas reales esta perspectiva es demasiado exigente: no siempre existe una
transformacion global que acttie sobre todo el espacio de fases y preserve el
comportamiento del sistema.

La razon es sencilla e intuitiva: el espacio de fases puede estar estratificado por
regiones con geometria o dindmica cualitativamente distintas (separatrices, zonas de
regularidad frente a zonas singulares, conjuntos criticos del Hamiltoniano, etc.). En
ese escenario, pueden existir transformaciones que s7 identifican el comportamiento
del sistema localmente entre dos puntos (o entre dos pequenas regiones), pero que
no pueden extenderse de manera coherente a una transformacion global. En otras
palabras, el sistema puede presentar simetrias locales que preservan la dinamica “en
un entorno”, aunque no exista una simetria que preserve simultidneamente toda la
pelicula completa.

Como caso limite, se definen las simetrias puntuales (a primer orden), es decir,
codificada por el 1-jet de una transformacion que preserva las cantidades relevantes
en un punto. Este nivel puntual, si bien no permite comparar el comportamiento
local de dos puntos, su estudio y comparacién con las simetrias locales puede resultar
de utilidad. Asi, aparecen tres niveles naturales de simetria: global, local y puntual.

Aqui es donde el lenguaje de grupoides resulta especialmente natural. En lugar
de exigir una accion global (un grupo actuando en todo M), un grupoide permite
codificar flechas (transformaciones admisibles) entre pares de puntos, admitiendo
que dichas flechas existan so6lo en determinados pares (simetria local) o incluso s6lo
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a nivel de 1-jet (simetria puntual). Dicho de otro modo: un grupoide proporciona
una estructura algebraica capaz de agrupar las simetrias globales, las locales y las
puntuales, y de expresar con precision cudndo dos puntos del espacio de fases son
“equivalentes” desde el punto de vista de la dindmica o de la geometria simpléctica.

Especificamente, las simetrias que se considerarar seran las siguientes:

Definicion 1.5.1. Sea un sisterna hamiltoniano (M,w, H). Un difeomorfismo (local)
¢: M — M se clasifica como,

1. Simetria dinamico-geométrica global: ¢. Xy = Xpg, P*w = w.

2. Simetria dindmico-geométrica local de = a y:

(ov), Xu = Xu, P'w=w,
para algin abierto U conx € U ey = ¢ (x).

3. Simetria dindmico-geométrica puntual de = a y:
¢ Xy (x) = Xy (2),  d'w(z) =w(z),

cony = ¢ (x).

Las simetrias puramente geométricas o dinflamicas se definiran de forma
analoga. Asi, de forma orgénica surgen los subgrupoides candnicos que codifican
todas estas simetrias. En particular, el conjunto de 1—jets de simetrias
dindmico-geométricas locales 11} (M,w, H) se llamarad grupoide de simetrias
dinamico-geométricas locales. Por otro lado, la coleccion de 1—jets de
simetrias dindmico-geométricas puntuales I1* (M, w, H) se denominaré grupoide de
stmetrias dindmico-geométricas puntuales. Los grupoides analogos para las
simetrias dindminas y geométricas se denotaran I\, . (M, H), II' (M, H), 11\ . (M, w),
y IT' (M, w), respectivamente.

Esto induce seis subgrupoides canénicos de II'(M,M) que codifican,
respectivamente, todas las simetrias definidas. La diferencia crucial entre el
mundo puntual y el local aparece precisamente cuando X g posee singularidades: en
general, un 1-jet puede satisfacer condiciones puntuales de invariancia sin ser el 1-jet
de una simetria valida en un entorno.

Un punto crucial aqui es que, debido a la eventual existencia de singularidades
en el sistema, los grupoides I}, . (M, w, H), I' (M,w, H), IIL _ (M, H), y II' (M, H),
no son, en general, subgrupoides de Lie de II* (M, M). Asi, encontramos, no sélo un
marco de aplicacion de la teoria de grupoides (existencia de grupoides candnicos que
codifican las simétrias), sino un contexto adecuado para la aplicacion de la teoria que

rodea la distribucion caracteristica.
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1.5.2. Objetivos

El primer objetivo en esta linea (02.1) se fundamente en el estudio sistematico de
las propiedades intrinsecas de los grupoide canénicos de simetrias. Especificamente,
se afrontaran los siguientes objetivos:

(02.1.1)

(02.1.2)

(02.1.3)

Diferencia genuina entre simetrias puntuales y simetrias locales. Se
busca estudiar cuando las nociones de simetria puntual (a nivel de 1-jet)
y simetria local (en abiertos) coinciden. Se espera que la discrepancia esté
controlada por la estructura del conjunto de singularidades de Xg. El objetivo
se fundamenta busca clasificar en detalle los casos en los que ambos grupoides
son iguales, y cuales son las consecuencias sobre el sistema hamiltoniano.

Transitividad. Notemos que la transitividad de uno de estos grupoides se
traduce, sobre el sistema, en que todos los puntos son simétricos respecto a
tipo de simetria que codifque el grupoide. Es decir, el estudio de la transividad
(o falta de ella) resulta esencial.

Mientras que los grupoides de simetrias geométricas son, de facto, transitivos,
en presencia de singularidades del hamiltoniano el resto no lo son. Asi, se
comprueba facilmente que el grupoide de simetrias puntuales induce una
clasificacion “grosera” (regular-singular), el grupoide de simetrias locales parece
inducir una clasificaciéon mucho més fina de puntos singulares que va a depender
del orden de la singularidad. Esta clasificacion tiene interés propio y puede tener
consecuencias importante sobre las propiedades del sistema.

Diferenciabilidad. Se demuestra que no puede asumirse que los grupoides
de simetrias sean subgrupoides de Lie. La intuiciéon geométrica es que, cerca
de singularidades las fibras relevantes pueden cambiar de dimension y la
estructura de subvariedad compatible con las operaciones del grupoide se
rompe.

Se estudiard y caracterizard la diferenciabilidad en todos los casos.
Ademas, se estudiaran las implicaciones fisicas de la diferenciabilidad (o
no diferenciabilidad del grupoide) sobre es el sistema hamiltoniano.

El siguiente objetivo de esta linea (02.2) serd construir y caracterizar las
distribuciones caracteristicas asociadas a los diferentes grupoides de simetrias,
obteniendo ecuaciones invariantes explicitas que permitan su calculo en préctica.
Asi, el objetivo 02.2 se divide de la siguiente manera:

(02.2.1)

Algebroide del grupoide simpléctico. Calcular el algebroide de Lie de
II' (M, w) e identificarlo en términos de derivaciones simplécticas y conexiones
simplécticas, como puente conceptual hacia el caso no regular.
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(02.2.2) Simetrias geométrico—dinamicas puntuales. Caracterizar la distribucion
asociada a I1'(M,w, H) mediante dos condiciones invariantes: preservacion
infinitesimal de w e invariancia del campo Xp (DXg = 0).

(02.2.3) Simetrias geométrico—dinamicas locales. Caracterizar la distribuciéon
asociada a II} . (M,w, H) en términos de campos hamiltonianos que conmutan
con X, y relacionar esta condicién con observables cuya evolucién es lineal a

lo largo del flujo.

(02.2.4) Sublinea operativa: “recetario” local. Producir un procedimiento local
(en coordenadas) para construir generadores de las distribuciones a partir de
derivadas finitas de H y de la estructura simpléctica, orientado a su aplicacion
en ejemplos.

El siguiente objetivo (02.3) se fundamenta en el hecho de que las distribuciones
caracteristicas son, en cualquier caso integrables. Asi, se tratard de integrar las
distribuciones caracteristicas para obtener foliaciones singulares del espacio de
fases y demostrar su maximalidad como descomposiciones en hojas de puntos
(globalmente/localmente /puntualmente) simétricos.

(02.3.1) Foliacion maximal geométrico—dinamica local. Demostrar que la foliacion
asociada a I} (M, w, H) es la foliacién més gruesa cuyas hojas estan formadas

por puntos conectados por simetrias geométrico-dinamicas locales.

(02.3.2) Foliacion maximal dinamica local. Demostrar el anélogo para IT} (M, H)

y comparar ambas foliaciones (qué informacion afiade la geometria simpléctica).

(02.3.3) Reducciéon maxima por foliaciones. Definir el cociente por estas foliaciones
y estudiar condiciones bajo las cuales la dindmica desciende al cociente,
planteando una teoria de reduccién canoénica “méxima’” por simetrias locales
como trabajo posterior natural.

De un modo anélogo a como ocurrié con el trabajo en la linea 1 (Lin. 1.), la
consecucion de este trabajo supone un punto de partida totalmente novedoso y la
creacion de una nueva linea de investigaciéon que puede dar muchos frutos en el area
de Mecdnica Geométrica. En particular, dado que estd pensado para “revisitar” el
concepto de simetrfa en un nivel muy basico (mecanica simpléctica), los desarrollos
relaizados son naturalmente extensibles a sistemas méas complejos y, de este modo,
alcazamos el cuarto objetivo de esta linea (02.4): Extender el programa a otros
marcos donde aparecen simetrias no globales. Algunos de estas extensiones son las
siguientes:

(02.4.1) Geometria de contacto: La geometria de contacto resulta especialmente
atil en termodinédmica y en sistemas hamiltonianos disipativos. Asi, un estudio
analogo se puede hacer para grupoides de contactomorfismos y simetrias locales
en sistemas disipativos.
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(02.4.2) Contextos de Poisson: Compatibilidad con foliaciones simplécticas y
simetrias locales en variedades de Poisson.

(02.4.3) Geometria multisimpléctica/covariante: Simetrias locales en teorfas de
campos y reduccion inducida por foliaciones.

1.6. Linea 3 de investigacion (Lin. 3.)

La tercera linea de investigacion (Lin. 3.) explota una consecuencia
particularmente potente del uso de la distribucion caracteristica en un ejemplo
especifico: el grupoide par M x M = M. La idea central es la siguiente. Sea M una
variedad y M x M = M el llamado grupoide par. Entonces, cualquier subgrupoide
transitivo de M viene dado por un grupoide par X x X de un subconjunto X C M.
Nota que si X es, simplemente, un subconjunto, X x X no tiene estructura de
variedad diferenciable y, por lo tanto, X x X = X no es un subgrupoide de Lie
de M x M = M. Asi, usando toda la maquinaria construida sobre la distribucion
caracteristica obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.6.1. Sea M una variedad y X un subconjunto de M. Entonces, existe
una foliacion maximal F de M tal que X es la union mazximal de hojas.

Asi, a grandes rasgos, la foliaciéon maximal dada en el teorema 1.6.1 parece
permitirnos intuir una estructura diferenciable sobre cualquier subconjunto X de
una variedad M, que generaliza la estructura de variedad. Notemos que el significado
de maximal que se estd tomando es que la foliacion es la mds gruesa de todas las
foliaciones de M que dividen a X en union de hojas.

El objetivo general de esta linea es convertir este hecho en fundamento tedrico
para una estructura generalizada de variedad sobre subconjuntos de R™ (y, por
extension, de variedades), que recupere la nocion clasica cuando corresponda y
que incluya como casos particulares las variedades con borde y las variedades con
esquinas. Finalmente, se pretende comparar esta estructura con nociones conocidas
como espacios diferenciales y espacios difeoldgicos, clarificando ventajas, limitaciones
y relaciones.

1.6.1. Marco tedrico especifico de la linea

Siguiendo una estructura similar a las lineas anteriores, presentemos brevemente
el marco tedrico de esta linea de investigacion.

El grupoide par como instrumento universal

Para una variedad diferenciable M, el grupoide par M x M = M se define como
aquel grupoide de Lie cuyas flechas son todos los pares (z,y) con z,y € M, y la
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multiplicacion se define como,
(y,Z) : (l’,y) = ((E,Z), VUC,Z%Z e M.

Asi, este grupoide es, de facto, totalmente transitivo: Hay una “flecha” (tinica) entre
cualesquiera dos puntos. Dado un subconjunto X C M, el subgrupoide X x X no
tiene a priori ninguna condicién de regularidad geométrica sobre X.

Distribucién caracteristica aplicada a X x X

Aunque X X X no sea una subvariedad de M x M, la distribucién caracteristica
asociada (y su version base) estan bien definidas. La integrabilidad de la distribucion
base produce una foliaciéon singular Fx de M tal que X es union maximal de hojas.
La condicién de maximalidad garantiza que Fx es la foliacion mds gruesa con esa
propiedad.

La foliacion asociada como “huella diferenciable” de X.

Intuitivamente, Fx extrae de X la informacién diferencial que ya esté “contenida”
en el espacio ambiente M y que es compatible con el hecho de que X sea una uniéon
de hojas.

1.6.2. Objetivos

El primer y principal objetivo de esta linea (03.1) es el de construir una
estructura generalizada de variedad inducida por la foliacién maximal. Asi, se trata
de desarrollar una teoria sistematica que, dado X C R™ (o X C M), asigne una
estructura diferencial generalizada partir de la foliaciéon maximal Fx.

(03.1.1) Marco matematico: cartas y atlas. Definir cartas locales sobre X inducidas
por cartas foliadas del ambiente y construir un atlas compatible. Establecer la
nociéon de cambio de cartas y equivalencia de atlas en este contexto.

(03.1.2) Calculo diferencial: tangentes, curvas y derivadas. Definir el espacio
tangente T, X, no igual pero inducido por las hojas de la foliacién y desarrollar
definiciones coherentes de: derivada de una curva, derivada de una funcion,
diferencial, y campos vectoriales sobre X.

(03.1.3) Compatibilidad con el caso clasico. Probar que, si X es una subvariedad
embebida, la estructura recupera la estructura de variedad usual. Aislar
condiciones suficientes para que X sea una tnica hoja (caso “variedad”).

(03.1.4) Ejemplos: borde y esquinas. Demostrar que variedades con borde y
con esquinas encajan como casos particulares del formalismo, identificando
explicitamente las cartas modelo y el comportamiento de la foliacion en dichos
casos.
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(03.1.5) Comparaciéon con espacios diferenciales y difeologicos. Comparar la
estructura inducida con marcos existentes: establecer inclusiones/equivalencias
cuando existan, y clarificar diferencias conceptuales (especialmente el rol de
maximalidad/canonicidad).

Una vez construido el marco teérico de este tipo de estructuras de variedad
generalizada, se abre un amplio camino de desarrollo y aplicacién. Algunos de los
objetivos a afrontar seran los siguientes:

(03.2) Desarrollo de la teoria. Una vez presentados los fundamentos, hay toda una
teoria geométrica que tiene sentido desarrollar: formas diferenciales, derivada
de Lie, derivada exterior, flujo de campos de vectores, etc. Este objetivo se
fundamentara en seguir ese camino.

(03.3) Mecanica hamiltoniana. Se aplicard en el modelado geométrico de los
espacios de configuraciéon de los sistemas hamiltonianos mas generales que
aquellos que son, de facto, variedades diferenciales.

Esta linea de investigacion constituye actualmente la base del trabajo doctoral de
una estudiante del programa de doctorado de Ciencias de la UNED, dirigida por el
autor del proyecto.

1.7. Linea 4 de investigaciéon (Lin. 4.)

Esta linea tiene un caracter deliberadamente resumido y complementario:
no pretende abrir un “cajéon de sastre”, sino identificar un conjunto pequeno de
contextos en los que el binomio grupoide + distribucion (caracteristica) proporciona
un marco riguroso para describirla. La motivacién principal es que, en numerosos
problemas, las transformaciones relevantes no forman un grupo de Lie global (ni
siquiera una accion global), sino una familia de transformaciones locales o parciales,
cuyo dominio de definicion, regularidad o compatibilidad depende del punto o del
estrato considerado. En estos casos, el grupoide es el objeto algebraico natural, y
la distribuciéon caracteristica es la herramienta canoénica para extraer estructura
diferencial (foliaciones) cuando falla la regularidad.

1.7.1. Objetivos

Dado que el marco teoérico esta ya explicado, pasaremos directamente a explicar
algunos de los objetivos identificados. En importante resaltar, de nuevo, que esta
linea de investigaciéon resulta una linea complementaria; siendo las tres primeras las
lineas mas relevantes del proyecto.

(04.1) Geometric Deep Learning. En Geometric Deep Learning (GDL) es habitual
imponer o explotar invariancias/equivarianzas respecto a transformaciones del
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dato: isometrias, acciones de grupos (rotaciones, permutaciones), cambios de
gauge, o simetrias locales definidas por la geometria de una variedad, un
grafo o un complejo. El caso “ideal” (acciéon global de un grupo) cubre solo
una parte de los modelos reales: en préctica, aparecen simetrias dependientes
del punto (frames locales, simetrias restringidas por bordes/esquinas, o
transformaciones definidas solo sobre subregiones del dominio). La propuesta
de esta linea es formular esas simetrias mediante grupoides (por ejemplo, como
transformaciones locales admisibles entre vecindarios o entre elementos de una
discretizacion) y estudiar su estructura infinitesimal mediante distribuciones.

(O4.1.1) Grupoides de simetrias locales del dato. Modelar, mediante
grupoides, transformaciones admisibles del dato geométrico (variedades
discretizadas, grafos, complejos) que sean locales, parciales o dependientes
del punto, incluyendo casos donde la simetria cambia por bordes, esquinas
o estratificacion.

(04.1.2) Equivarianza por hojas. Interpretar ciertas arquitecturas equivariantes
como realizacion “por hojas” (o por estratos) de invariancias locales
compatibles, y usar las foliaciones inducidas por la distribucion
caracteristica para describir de forma intrinseca cuéndo la equivarianza
global es imposible pero si existe una equivarianza local coherente.

(04.1.3) Caso de estudio. Proponer un caso de estudio representativo en el que
el formalismo por grupoides explique con claridad qué simetrias pueden
imponerse y cudles no, sin necesidad de introducir supuestos globales
artificiales.

(04.2) Simetrias en EDPs (enfoque general). En numerosos problemas de
fisica, ingenieria, economia o finanzas, la dinamica o la optimizacion se
traduce en ecuaciones en derivadas parciales. Cuando una EDP admite
simetrias continuas (transformaciones suaves de variables independientes
y/o dependientes que preservan la ecuacion), la teoria de Lie proporciona
un lenguaje sisteméatico para explotar dichas invariancias: permite identificar
invariantes y reescribir la ecuaciéon en variables adaptadas, reduciendo su
complejidad (por ejemplo, disminuyendo el nimero efectivo de variables) y
produciendo soluciones invariantes o familias de soluciones con estructura
controlada.

En particular, el uso préactico de simetrias de Lie en EDPs suele seguir el
esquema: detectar el grupo de simetrias, calcular invariantes independientes y
reducir el problema a una ecuacién més simple en términos de esos invariantes;
incluso cuando no se obtiene una solucién cerrada, el procedimiento aporta
restricciones estructurales tutiles sobre el espacio de soluciones.

Asi, resulta natural reemplazar el grupo por un grupoide de simetrias, cuyas
flechas codifican transformaciones admisibles entre puntos o entre entornos
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del dominio/espacio de estados. De manera esquemaética, el grupoide permite
agrupar en un mismo marco:

e Simetrias globales: transformaciones definidas en todo el dominio que
dejan invariante la EDP.

e Simetrias locales: transformaciones definidas en wun abierto U
(dependiente del punto) que preservan la EDP en U.

e Simetrias puntuales: condiciones impuestas sélo en un punto,
tipicamente a nivel de 1-jet (preservacion “infinitesimal” de la EDP).

La ventaja conceptual es doble: se puede comparar rigurosamente el nivel
local frente al puntual (cudndo un 1-jet integrable proviene de una simetria
local), y cuando la coleccion de simetrias no forma un objeto suave (no es
un grupoide de Lie), la distribucion caracteristica asociada al subgrupoide de
simetrias proporciona un sustituto infinitesimal canénico. Su integraciéon induce
foliaciones singulares que descomponen el dominio (o el espacio de estados)
en regiones maximas donde la EDP es “localmente equivalente” bajo simetrias
admisibles, sugiriendo ademas cocientes/reducciones intrinsecamente definidos.
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1.8. Resumen de objetivos

Resumen global de objetivos de investigacion

Linea 1 (Lin. 1): Material Geometry

O1.1

Construir un formalismo analogo al de materiales
simples/Cosserat para teorias polares y materiales
0O1.1.1 de orden superior, identificando estructuras canoénicas
(grupoides y distribuciones) y sus nociones de
uniformidad /homogeneidad.

Aplicar el marco anterior a modelos representativos
(metamateriales mecanicos, crecimiento de tumores
u otros modelos constitutivos relevantes), extrayendo
propiedades geométricas interpretables.

01.1.2

01.2

Construcciéon del grupoide doble del compuesto que
01.2.1 unifique la interaccion de isomorfismos materiales de
cada constituyente y su composiciéon compatible.

Definir uniformidad del compuesto y proponer una
jerarquia de nociones de uniformidad interpretadas
como procesos de completacion de cuadrados 'y
distintas nociones de transitividad.

01.2.2

Derivar criterios estructurales verificables
(conjugacion/inclusion de grupos de simetria,
existencia de flechas comunes, dominancia de un
constituyente, etc.) y sus consecuencias fisicas.

01.2.3

Proporcionar ejemplos representativos que distingan
uniformidad frente a compatibilidades mas fuertes y
muestren el alcance de la taxonomia propuesta (solidos
cristalinos con simetrfa minima).

01.2.4

Extrapolar el concepto de distribucion caracteristica
01.2.5 al contexto de grupoides dobles y aplicarlo al anélisis
geométrico de materiales compuestos.
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Resumen global de objetivos de investigacion

Linea 2 (Lin. 2): Local Symmetries

02.1

02.1.1

Estudiar cuando las nociones de simetria puntual (a
nivel de 1-jet) y simetria local (en abiertos) coinciden,
y caracterizar la discrepancia en términos del conjunto
de singularidades de Xy .

02.1.2

Analizar la transitividad (o falta de ella) y la estructura
de orbitas; en particular, extraer la clasificacion fina
de puntos singulares inducida por simetrias locales
(dependiente del orden de la singularidad).

02.1.3

Caracterizar la (no) diferenciabilidad de los grupoides
canodnicos de simetrias; explicar geométricamente el
fallo de estructura de Lie cerca de singularidades y
estudiar sus consecuencias en el sistema.

02.2

02.2.1

Calcular el algebroide de Lie de IT* (M, w) e identificarlo
en términos de derivaciones y conexiones simplécticas
(caso regular “telonero”).

02.2.2

Caracterizar la distribucion asociada a II'(M,w, H)
mediante invariancia  simpléctica e invariancia
hamiltoniana (DX = 0).

02.2.3

Caracterizar la distribucién asociada a I} (M, w, H)
mediante campos hamiltonianos que conmutan con X gy

y su interpretacion en términos de observables.

02.24

Producir un procedimiento local (“recetario”) para
construir generadores de las distribuciones a partir de
derivadas finitas de H y de la estructura simpléctica.

02.3

02.3.1

Demostrar la maximalidad de la foliacién asociada a
I}, .(M,w, H): hojas formadas por puntos conectados

por simetrias geométrico—dinamicas locales.

02.3.2

Demostrar el anédlogo para II] (M, H) y comparar
ambas foliaciones (jqué informacion afiade la geometria

simpléctica?).

02.3.3

Definir el cociente por dichas foliaciones y estudiar
condiciones para que la dindmica descienda al cociente
(base de una reduccion canoénica “méaxima”).

024

02.4.1

Extender el enfoque a geometria de contacto: grupoides
de contactomorfismos y simetrias locales en sistemas
disipativos/termodindmicos.

02.4.2

Extender a contextos de Poisson: simetrias locales
compatibles con foliaciones simplécticas.

02.4.3

Extender a geometria multisimpléctica/covariante:
simetrias locales en teorias de campos.
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Resumen global de objetivos de investigacion

Linea 3 (Lin. 3): Generalized Manifold Structures

03.1

03.1.1

Definir cartas locales sobre X inducidas por cartas
foliadas del ambiente y construir un atlas compatible;
establecer cambios de carta y equivalencia de atlas.

03.1.2

Desarrollar calculo diferencial sobre X: espacio
tangente inducido por hojas, derivada de curvas,
derivada de funciones, diferencial y campos vectoriales.

03.1.3

Probar compatibilidad con el caso clasico: si X es
subvariedad embebida, recuperar la estructura usual;
aislar condiciones para que X sea una tnica hoja (caso
“variedad”).

03.1.4

Incluir como ejemplos particulares variedades con
borde y con esquinas, identificando cartas modelo y
el papel de la foliacién maximal.

03.1.5

Comparar la estructura inducida con espacios
diferenciales y difeologicos: equivalencias
parciales, diferencias conceptuales y rol de
maximalidad/canonicidad.

03.2

03.2.1

Desarrollar la teoria geométrica asociada: formas
diferenciales, derivada de Lie, derivada exterior, flujos
v herramientas bésicas en el marco generalizado.

03.3

03.3.1

Aplicar el formalismo al modelado geométrico
de espacios de configuracion/estados en sistemas
hamiltonianos (y otros) que no sean variedades
diferenciales clésicas.

Linea

4 (Lin. 4): In search of new horizons

04.1

04.1.1

Modelar, mediante grupoides, simetrias
locales/parciales del dato geométrico en Geometric
Deep Learning.

04.1.2

Interpretar  arquitecturas  equivariantes  usando
foliaciones inducidas por distribucién caracteristica.

04.1.3

Proponer un caso de estudio acotado donde el
formalismo por grupoides clarifique la teoria prouesta.

04.2

04.2.1

Simetrias (globales/locales/puntuales) en EDPs.

04.2.2

Usar distribucién  caracteristica para  obtener
foliaciones maximalmente gruesas en las que la
EDP sea “localmente equivalente” por simetrias
admisibles.

04.2.3

Explorar la conexion con reducciones/cocientes
canoénicos inducidos por dichas foliaciones en problemas
prototipo.
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Resumen de otros objetivos

Resumen de otros objetivos

Creacion de conexiones con otros grupos de investigacion en diversas
areas, como fisica o ingenieria.

OS1

Difusion de los resultados en congresos, tanto mnacionales como

0S2 || . .
internacionales.

Colaboracién e implementacion de los resultados obtenidos en modelos
OS3 || especificos de materiales, entre los que se destacan los metamateriales
mecénicos y el crecimiento de tumores.

Ademaés, se participard en varios congresos nacionales e internacionales
especificados en el Plan de difusiéon y comunicacion de resultados presentado en este
proyecto, con objeto de difundir el proyecto, y de crear conexiones con grupos de
investigacion de otras universidades (nacionales o internacionales).

1.9. Plan de trabajo y metodologia

El desarrollo de esta propuesta se apoya, por un lado, en la actividad investigadora
yva consolidada del autor en el ambito de la Mecénica Geométrica, distribuciones,
foliaciones y grupoides, y por otro, en la integraciéon del trabajo en proyectos
competitivos y en una dinamica estable de colaboracién y supervision doctoral. En
la actualidad, la investigacion se realiza bajo el paraguas del proyecto “Geometria
de sistemas dindmicos: de la teoria a las aplicaciones” (PID2022-137909NB-C21),
con horizonte temporal hasta 2027. Adicionalmente, el autor forma parte del equipo
de investigacion del proyecto “Geometric and Algebraic foundations of Physics
(GeomAlgPhys)”, actualmente en evaluacion en la convocatoria 2025 de Proyectos
de Generacion de Conocimiento. El proyecto de investigaciéon aqui presentado se
alinea con las lineas de trabajo de estas iniciativas y se beneficiara de su marco de
cooperacion, discusion y difusion cientifica.

Supervision doctoral y metodologia de trabajo con estudiantes.
Actualmente el autor dirige dos tesis doctorales, iniciadas durante el presente curso,
cuyos objetivos académicos se enmarcan en las lineas 2 y 3 de este proyecto,
respectivamente. Ambos doctorandos estan integrados en el Programa de Doctorado
en Ciencias de la UNED, de modo que el plan de trabajo incluye desde el inicio
una estructura de seguimiento con hitos académicos claros (formacion, seminarios,
resultados parciales y redaccion). De hecho, la dindmica de trabajo con los estudiantes
se esta organizando del modo siguiente:

= Reunién periddica de seguimiento. Reuniones semanales o quincenales
(segun fase) para: fijar objetivos a corto plazo, revisar avances técnicos, depurar
demostraciones y planificar escritura.
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= Seminario interno de lectura. Un seminario de lectura continuo,
con rotacion de exposiciones, centrado en: (i) grupoides y distribuciones
(nicleo comun), (ii) simetrias locales en sistemas hamiltonianos (Lin.
2), y (iii) foliaciones maximales y estructuras diferenciables generalizadas
(Lin. 3). Actualmente uno de los estudiantes participa activamente en un
seminario sobre grupoides y aplicaciones “Reading Groupoid Sessions”, que se

organiza en colaboracién con varios centros de investigaciéon y universidades
(ICMAT-UCM-IMPAN-KMMF-UW).

» Integraciéon en la comunidad. Presentacion periodica de avances en
seminarios (internos/externos) y congresos internacionles para entrenar la
comunicacion cientifica y someter resultados a discusion.

Metodologia cientifica general. La metodologia seguird los procedimientos
bien establecidos en investigacion matemaéatica: formulaciéon precisa de hipodtesis,
analisis critico, demostraciéon rigurosa, validaciéon por contraste con ejemplos y
contraejemplos, y verificacién de coherencia con la literatura existente. Dado el
caracter geométrico del proyecto, se priorizaran:

s El aislamiento de objetos canonicos (grupoides, subgrupoides, distribuciones y
foliaciones),

» La obtencion de caracterizaciones equivalentes (algebraicas, diferenciales y
locales en coordenadas),

s La extraccion de consecuencias estructurales (maximalidad de foliaciones,
descomposiciones canonicas, criterios operativos).

Cuando proceda (por ejemplo, en ejemplos concretos o en validacion de
construcciones), se incorporaran comprobaciones computacionales o simbélicas
elementales, siempre subordinadas al argumento teorico.

Colaboraciones y red cientifica. Sera de especial interés mantener y ampliar
colaboraciones con investigadores externos para discutir problemas especificos,
contrastar enfoques y fortalecer la proyeccién interdisciplinar del proyecto. En
particular, se contempla la interaccion con Reuven Segev (Ben-Gurion University) y
David Steigmann (UC Berkeley), aprovechando coincidencias en congresos o estancias
cortas, asi como con otros grupos afines en geometria, mecénica y control.

Produccién cientifica y difusién. A partir de la investigacion ya realizada y de
los objetivos formulados en las cuatro lineas, el equipo se concentrara en obtener
resultados publicables en revistas de referencia (JCR) en areas como Matematica
Aplicada, Geometria, Fisica Matematica y Mecanica de Materiales. La estrategia
de difusion sera doble: (i) publicacion de articulos y preprints (cuando proceda), y
(ii) presentacion sisteméatica en seminarios, congresos y talleres especializados. Este
plan se complementaré con reuniones periodicas (preferiblemente presenciales cuando
sea posible) y con viajes orientados tanto a la difusion como a la consolidacion de
colaboraciones.


https://readinggroupoid.org/organisers.html

1.10. Plan de difusiéon y comunicaciéon de resultados

La comunicacién cientifica de los resultados se divide en los siguientes apartados:

= Articulos cientificos: Siempre que los resultados obtenidos puedan expresarse
en un articulo, primero se cargara en el servidor de arXiv, lo que supondré que
los articulos estaran siempre disponibles en abierto. Luego se enviard a una
revista cientifica de prestigio.

= Seminarios: Los resultados se presentarin en el area de Geometria
Diferencial, y aplicaciones a la Mecanica de Medios Continuos. Estos serin
fundamentalmente presentados en el seminario en Geometria, Mecanica y
Control (Seminario de Mecanica Geométrica), gestionado por el ICMAT.
Se organizardn seminarios adicionales en la UNED, para la difusién de los
resultados en la universidad.

= Conferencias: Los resultados obtenidos se presentaran tanto en congresos
generales como talleres especializados. Mas particularmente, participaré en
varios congresos internacionales en Mateméticas y Mecanica de Medios
Continuos, para difundir los resultados que se han conseguido hasta el momento
y los que se obtengan. Entre ellos, me gustaria destacar los siguientes:

e X2 Congreso Internacional de Matematica Industrial y Aplicada (ICTAM).
e Conferencia Internacional de Mecanica de Sélidos (ICSM).

e Reunién Anual STAM 202X (AN2X), 202X.

o International Conference on Nonlinear Solid Mechanics (ICoNSoM).

e El X2 Congreso Internacional de Mecanica Tedrica y Aplicada (ICTAM).
e Taller Internacional de Otono sobre Geometria y Fisica (Anual).

e “X” Encuentro Iberoamericano de Geometria, Mecénica y Control (Anual).

e X?# conferencia sobre Ciencia Geométrica de la Informacion (Anual).

Entre los objetivos de este proyecto también esté buscar socios, tanto europeos como
no europeos, para comenzar a trabajar en una red internacional (OS1).

De esta manera, a modo de resumen, la comunicaciéon de los resultados en el
ambito cientifico se realizard a través de articulos que contengan los resultados
publicados en revistas de prestigio, seminarios, congresos y talleres. Asi,
llegaremos a investigadores interesados en estos temas. Por supuesto, tal y como
se especificd, todos los resultados se publicaran primero en arXiv y repositorios
institucionales, para garantizar el libre acceso (independientemente de que se
intentara publicar tantos articulos como sea posible en acceso abierto). En cuanto
al publico en general y en particular a los jovenes estudiantes, proponemos varias
acciones de divulgacion, con conferencias, talleres y publicaciones, tanto en peridédicos
como en blogs.
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